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Using the Radio-Frequency module:
I. 2D modeling of various problems COMSOL g »
[1. 3D modeling of various problems




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Modelos matematicos en Ciencia <:> E_cuamo_nes alg_ebralcas,
e Ingenieria diferenciales o integrales

S6lo en casos Soluciones analiticas
simples

Modelos matematicos Mayoria de casos
\g\récticos

Soluciones numeéricas

Méetodo de los Elementos Finitos (MEF) : técnica general para hallar soluciones
numericas de sistemas de ecuaciones diferenciales e integrales.

Origen: ingenieria estructural, afios 50/60, para solucion de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales en elasticidad.

A dia de hoy su empleo se ha generalizado abarcando gran cantidad de disciplinas, entre ellas el
estudio y disefio de dispositivos electromagnéticos



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Ecuaciones de Maxwell

Electric field intensity E

Electric displacement or electric flux density D

dD
Magnetic field intensity H VxH = J+ 5
Magnetic flux density B OB D=eeg,E
Current density ¢J VXE = _ﬁ B r H
f .- = mm
Electric charge density p V-D=p J B
=0
V-B=0

n, x(E; —Ey) =0
n, - (D; —Dy) = p,
n, x(H;, —Hy) = J,
n, - (B;—By) =0

Condiciones de contorno

ps and J denote surface charge density and surfiace current density



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

E(x,t)=E(x) e

Asumiendo campos armonicos: _
H(x,t)=H(x) e™

VxE=-jwmmH =) Ll}VxE}z—jwm)H

VXL:'}VXE}:—jWﬁB(VxH):—jwm{J +88[t)}

1 : 2 2 JS
Vx| —VxE|==jwms E+w meeE=k‘|le — "~ |E
X|:m X :| J m) rr!)Or o(r Weoj
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Introduccion al Método de los
elementos Finitos
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Introduccion al Método de los
elementos Finitos

En general, cualquier problema consistird en resolver:

. 1—11
VX|:1V><E:|—|(02[er —JSjE:O
m WE,

En una determinada region del espacio y
bajo ciertas condiciones de contorno

Q=0,+0,



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

En vez de resolver este problema, se aborda lo que se conoce como
la forma “débil” (Weak form) :

- r
I Etest-(Vx{]'VxE}—kS[er—JSJEJszO : r
Q m we, 2

VE,

Veamos que ventajas aporta

este planteamiento
Q=0Q,+Q,



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

[ Ew -(vx{leE}kj(er _JSJEJ dQ =0
g m we,

Utilizando:

A~(V><B)=B'(V><A)—V-(A><B)

El primer término puede escribirse de la forma:

jQEm-[VXHVXEDdQ j{vaE} (VXE ) dQ jv{ - (

T2 Gauss

o e ) 58 e



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Reescribimos todo:

LFVXE}-(WEM)—US[Q —jsj(Em E)dQ-| Ew -KleEan} dS=0

m we, m

El término con la integral de contorno puede desarrollarse como:

1 1 1
L E. -KmVxijn} dS+ N E s -KmVxijn} dS+J-FC E s -KmVxijn} dsS

1

Donde ademas: Kv X ij n} — jwm)(n X H)
m

Por tanto:

En un medio libre de

1
L E. -KmVxijn} dS a nx|[H,-H,]=0 corrientes



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Si ademas asumimos que:

nxH =0 Condicion “Natural”

i=1,2

Todas las integrales de contorno se cancelaran quedando por tanto:

I, {1V x E} (VxE) = [ kﬁ(er _jsj(Eteg E)dQ=0 |“Weak Form”
m we,

VE,

Y do d . debi i Exigencia mas débil. Facilita

emos pasado de una ecuacion que debia cumplirse ooder tratar posibles
para cualquier punto del Dominio a una que debe ::> singularidades (fuentes
cumplirse “en promedio” (y con ciertas funciones peso) ountuales, ...)

Se ha reducido el orden de las derivadas y por tanto también las exigencias de derivabilidad
de las soluciones aproximadas (buscadas)

Y ademas se impone, de forma implicita, la condiciéon de contorno llamada condicién natural



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

¢Y cOmo aparecen los “elemento finitos”? Al elegir las funciones test (peso)
/ dgé
ot (|2 o) -0 4 |-
i 3y Q=0
| ax Joboi| S| @ [-B9

Namero finito de gﬁ(x)
funciones test ‘/\/\/

jqﬁu-[ 4o |-ps)-0 | a /\m(x)

Esto implicard que subdividiremos (mallaremos) T
todo el dominio en trozos pequeios (elementos) I

Por comparar

L (v v e e




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Resolvamos un problema genérico empleando el MEF

d d¢

g . . +Bd=f 0<z< L,
dax dz

Plz=0 =P

Condiciones de contorno

(;'._)E‘rr_rll—f—[_) s (;)!J‘:.f.‘._] —0

Posibles fronteras interiores

{ (]o} { do} (continuidad de la funcion y su derivada)
Y = | &¥—
T=ZTqa+0

dx dx T



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Primer paso, obtener la “weak form”:

L L L L
df df df
: — a— : — : Vi
l(a o d;< jdx {fm a o l+_([b1‘tast f dX__([ftest f dx test

Eleccion de las funciones test: Se utiliza el método de Galerkin, lo que supone que la funcion
buscada (f) se desarrollara en las propias funciones test. Ademas se supone que la funcion
problema variara de la forma mas simple simples posible en cada elemento (funcion lineal).

Una funcion lineal genérica depende de dos variables (a,b) f (X)=a-+bx

f(X.,)=a+bx,,=f;
f(x.)=a+bx, =f’

X @
>

Ie



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

valores en los extremos (nodos)

: : Se necesitaran dos funciones
Cambiaremos de variables (a, b) ——> 5, f; ——>

N;(x), N3 (x)

2

Fo(x) = NFOf £+ NS (x)f 5 =D NF(x)f §

.Y como son estas funciones N ?

e _w AN N e
N2 (x)= ><2|ex 1 I 5555 : ~(~X.)-

-~
-~
-~
-~
-~
~ -
-~

=
X— X, |©
e
NZ(X)_ |e
| NZ(x) __---" ‘
Las funciones base T _2-- 1
siempre cumplen o
e e
Nie(xf): d; %= Xea =%



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

| ) ) ) e e N° elementos
La |dea es que estas funciones N sean Ias funciones test. Es deCII’ ftest = Nl y N2 e=1

Solucion
Solucién aproximada

Por construccién la funcion aproximada
(buscada) sera continua:

f (X)‘nodo‘ :f (X)‘nodoJr :> f2€:f1e+1

Solo se acoplaran las integrales de los
elementos vecinos

Las incognitas de nuestro problema
van a ser el valor de la solucion
aproximada en los nodos

f;, f,cone=1,...., NUmerodeelementos



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Volvamos a la “weak form” y veamos que expresion tendria la aplicacion de estas funciones y
desarrollos para un elemento e

Ec.Dif : Pf = ff R(residuo) = Pf — ff =0

“Weak form” para R

L L L L
[fs-Rdx=0 R= j( ar dfteﬂj X — [fm-adf} #[bf o f dx—[f - fdx=0
0 0 0

dx .
\4

Para el elemento e, de todas las funciones test, tnicamente son diferentes de cero N;, N,

X

df dNe df
dx+ | b N°-f dx— | N°- f dx—| N°-a =0
=[G Jac fon s e roc[na ) |
Si ademas tenemos en cuenta que f en ese elemento es de la forma (Galerkin):

f(x)=f *(x) :iNf(x)f



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

: [j(a d('i\)'j.dc'j\)':jdx+ij NE- NS dx] —XfNe f dx {Ne

X

df
X

}_o
dx |



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

.e Ma d(';'j-dé\)'(iejdx+xib Nf-Nfdx] —XfNie-f dx |- N°-a

e e
X1 X1 X1 -

Ki b o




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

R =31 [T

dNe e X3 X3 B
a AN dx+ [ NE-N§dx || [ NF- f dx || NF ar
el dxdx " ’ " dX |
Ki 0" g
R | [Ks Kefs 05
Recordemos que las funciones N son muy simples Nf(x): X2~ X, N;(X)—

Las expresiones de estas integrales también lo seran




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Consideraremos que a y b son constantes (o bien las aproximamos por constantes) en
todo el elemento e. La matriz K quedara:

1 | ©
K=K =a®~+b®—
11 22 Ie 3
1 | ©
K=K =a® -~ |+b°®—

Consideramos que f es también una constante (en caso de que no sea constante se
puede hacer la integral por cualquier método numerico):
|e

e:be:f—
b == f

Por altimo el vector g lo escribiremos como:

g, =|-a Zh;} , donde se ha tenido en cuentaque Nf(xg): Oy Nf(xf):l

9, = a df}
I ax |




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

En cada elemento cada uno de los residuos debe ser O, ya que no es -[ peso -(Pf _ff ): 0
mas que la integral ponderada de algo que buscamos que sea 0 '

Lo mismo debe cumplirse para la suma de todos los residuos (Sumaremos los residuos
de todos los elementos (M elementos)):

GRS Ky Ko |(f0) (B [or)_
E{R;};{K; Ksj(ffJ [bSJ (gij_o

Y trataremos de reescribirlo en forma matricial



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Veamos por ejemplo como seria con 3 elementos (4 nodos):

Elemento f, 1 f, 2 fl 3 f,
® ® ® ®

nodo 1 . 2 , , 3 , ; 4 .
fy fo=1, f,=f f,=f

Construimos un vector columna con
las incognitas

f. f, El nimero de incognitas sera
f;:ff f2 .

) L |= M (nimero de elementos) + 1
f 2 :f 1 f 3
fngf f

N



Introduccion al Método de los

elementos Finitos

Y teniendo en cuenta que para un elemento e se cumplia:

{Kfl K&}(ff}(bfj{gfj
Ka Kzpl\f,) &) (9,

Se llega a:
<LK, 0 oYh) (B ) ([ g
Kn Ku+Ki K 0 |f, | [B+b| |g+0;
0 KL KE+KE K|l |Bepd[T glegl
0 0 Ka  Ka\f. b; g;
Que reescribimos como:
Kll K12 O O fl bl
K21 K22 K23 O f2 _ b2
O K32 K33 K34 f3 b3
0 0 K, Ky\f, b,

9
9z
9s
9,

Matriz tridiagonal




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Obtengamos los elementos genéricos de esta matriz [K ] :

Supongamos
M elementos

N = (M+1) incognitas == K (N,N)

El primer y altimo elementos seran:

Il
©rri-ationy
3
1 |M
KM —aM +bM -
@ 22 3

K,
Ka Ky +Kj
0 K2
0 0
k) K
K21 K22
0 Ky
0 0

0 0
K5 0

Ko +Ki Kp
K1

0 O

Ky O

K33 K34

K




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Obtengamos los elementos genéricos de esta matriz [K ] :
Supongamos @ 1
M elementos - K 02 0
N = (M+1) incognitas ==> K (N,N) Kz @ K2 0
3
0 Ki K3
El primer y altimo elementos seran: 0 0 @

Il
@ e
3
<:> Ky =a" Lopn!” <:> B O
22

3

Mientras que el resto de términos de la diagonal:

i-1 [
Kizzl+K1i1=( _1|1 +b " 1|3j+(ailli+bi|3j

=2, N-1




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Por ultimo, el resto de términos no nulos:

. 1 ]!

= =K,=-a'—+b'—

ST
,N-1

i=1...

El primer y altimo elementos seran:

1 It
(Ko i=a’ s o7,
1 |M

Mientras que el resto de términos de la diagonal:

i1 i 1 1 i—.lli_l
K22+K11: a |i—1+b 3

1=2,---,N-1

j+(ail.+bi|
| 3

|




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

De la misma forma los elementos del vector b seran:

Ii
= 1 = fl-—
h=b=1" b} b,
|M bl-|—b12 b2
by =b = f".° ;
R ety | b,
D =bii+b= L b} b
i=2--- N-1
Mientras que el vector g : o gi—1+ g‘ —[a df} —[a df}
1 o i = Yo 1 dX |, dXx |,
9,=0,=|—a &
Ix=x=0 Que no es mas que:
df |
Oy =07 :[a dx a df | aQ df 0 Hemos supuesto que
x=xy =L dx |, dx | N era continua

En cada nodo Condicion “Natural”



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Mientras que el vector g :

g _gi—1+gi _|:a df:| _|:a dfil
1 o i = Yo 1 g dXx |,
9,=0,=|—-4a &
Ix=x=0 Que no es mas que:
df |
Oy =07 :{a dx a df | aQ df 0 Hemos supuesto que
dx=xy=L dx . dx ) B era continua

En cada nodo Condiciéon “Natural”

Si en nuestra programacion no incorporaramos el vector g, estariamos,
implicitamente, imponiendo una condicion de contorno de Neumann

Veamos como aplicar las condiciones de contorno



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Resolvamos un problema genérico empleando el MEF
dx dz

L (ﬁd—o) +pBd=f 0<2< L,

En nuestro problema habiamos supuesto unas condiciones de contorno muy generales

®l:=0 =p  Condicién de contorno tipo Dirichlet o 1¢' tipo

do ,
l“ (T; + O} — @  Condicion de contorno de 3°®" tipo 0 de Robin
o =L



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Veamos como tratar con ellas. Empecemos por la de Robin

do ) ) _
[(I_— -+ Y O} =q q Yy g seran parametros conocidos en el contorno
dx

=1

Teniendo en cuenta que:

Y recordando que: [KJif }={b}+{g}

Esta condicion puede implementarse facilmente redefiniendose los ultimos
elementos de la matriz K y del vector b

KII\IN = KNN +J
b|’\| :bN +q



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Impongamos ahora la condicion de Dirichlet

f ‘x:o =P p sera un parametros conocidos en el contorno

Teniendo en cuenta que:

K11 K12 o - rfl\ (bl\ (91\

B fal el 101

\ J S J \

Simplemente realizamos los siguientes cambios:
Kp=1
K =Kz Ky =0
b=p



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Finalmente al incorporar ambas condiciones nos quedara:

/@ 0 0 - \[f, @

K21 o 4f2$:<b2>
\ @/\ J @
Il 1l

KNN_I_g bN+q

Vemos que el vector g ha desaparecido de la formulacion



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Comentemos, muy brevemente, los aspectos mas relevantes en las formulaciones mas
complejas del MEF

- Empleo de elementos de orden superior (cuadraticos, cubicos, ...)
- Formulaciones 2 y 3D.

- Elementos vectoriales



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Empleo de elementos de orden superior

En los llamados elementos cuadraticos (elementos de 2° orden), cada elemento tiene 3
nodos, uno en cada uno de los extremos y un tercero situado, normalmente, en el centro del
elemento. En cada elemento, la funcidon problema se aproxima por una funcion cuadratica

Elementos cuadraticos

2

¢°(z) = a® + bz + c°z°

Elementos lineales
Element 1 2 M
Fh FAH f (X) =a+ b X
. ® ® 3 e e e e > e
Node 1 2 3 4 N-3 N-2 N-1 N . R
x=0 =L , ”
e
e o e




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Ahora se tendran 3 funciones test por elemento: Nuevamente, las incognitas
seran los valores de la funcién
3 buscada en los nodos
e . e e e e e e e e
fo(x) = N (X)f £+ N5(x)f 5+ NS(x)f 5 =D NS(x)f
j=1
| ]
1 il y 1 & 1
| ’ é - i |
1 g 3 1 2 3 (il o 2 3
NE — (‘I T ‘ri?)(‘l o ‘iil)
. ot Ml e - m€ __ m€
Las funciones base (2] — 5) (] — 5)
siempre cumplen - (z — 2¢)(z — 25)
- 2 - ’ =
NE(x¢)=d, (25 — =) (x5 — 25)
Ve — (z — z%)(x — x§)
i (z§ — z$)(z§ — 5)



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

0.0
-1.0
)
&
— "2- [~
. 0 .Y . Qoq,
gJ \‘ .‘m % .
=l ‘\ s ¢C"
\‘ c; .n‘ < %
3.0F VS N
A S :
“\ '%0 9
LY -
@ s
-4.0 | 3 | 1 ]

0. 100. 200. 300. 400. 500. 600.
Number of Nodes

Average error of the finite element solution versus the number of
nodes using linear, quadratic, and cubic elements.



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Elementos finitos en problemas 2D

Elemento triangular lineal Las incognitas seran los
valores de la funcién
buscada en los nodos
(vértices del triangulo)

d°(z,y) =a® + b2+ cy

2 3 funciones test por elemento

3
¢ (z,y) = Z N3 (z,y)o5
j=1

Ordenes superiores

Ejemplo de muestreo

First-, second-, and third-order triangular elements




Introduccion al Método de los

Elementos finitos en problemas 3D

4

elementos Finitos

Elemento tetraédrico lineal

o (z,y,2) =a® + bz + Py + d°z

4 funciones test por elemento

¢ (z,y, 2 ZN'E:B Y, )¢
=1

Ejemplo de muestreo

Las incognitas seran los
valores de la funcion
buscada en los nodos
(vértices del tetraedro)



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Elementos vectoriales




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Elementos vectoriales

E, debeser continua, pero ni E,, ni E, seran continuassalvo en ciertos puntos



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

Elementos vectoriales

3
E°* =) NiE E° es el valor del campo
- tangencial en el lado i del
triangulo. Ahora seran las

Las funciones base seran incc’)gnitas del problema

ahora vectoriales, de tal
manera que la componente
tangencial de N tendra un
valor fijo para el lado iy
sera cero para los otros
dos lados

Ny



Introduccion al Método de los
elementos Finitos

The Finite Element Method
in Electromagnetics

THIRD EDITION




Problema 1D: Aplicacion del MEF

Reflected wave

PEC ‘\ 0
:’{’-’::i - L

“-
-"4.
i
"."' r
f'l r
e
-~ .:]
v,

Incident wave




Problema 1D: Aplicacion del MEF

Podemos descomponer
cualquier onda plana en una
con polarizacion TE y otra TM

y

!

Reflected wave
M, €

Incident wave

TE

E=E,(x ye"2

VxE=-jwmmH
VxH = jweseE

!

1 1 .
aX(m(x)aszjmy(m(X)ayEZ} k’e E, =0

ELTI('-(;IT* y) — EUE?']k”I cos 8 —jkoysiné

k, se conserva: k, — E,(y) a g Jkoysin(@)

ax(
m

1()()6XEZJ+ kj[er (x)—l)sinz(q )jEZ =0




Problema 1D: Aplicacion del MEF

Podemos descomponer
cualquier onda plana en una
con polarizacion TE y otra TM

y

“

Reflected wave
M, €

Incident wave

™

H=H,(xy)e"z

VxE=-jwmmH
VxH = jweseE

k se conserva: k, — H,(y) a g Joysin(@)

ax[ 1

e (x)

atzj+ kj(m(x)— eix)sinz(q )jHZ _0




Problema 1D: Aplicacion del MEF

TE| E=E,(x y)e"2

Veamos que condiciones de
contorno tenemos
Evidentemente en x=0 E, =0 (PEC)

Por otro lado:

Reflected wave

E (X, y) — (Eo ejko(x—L)cos(Q) +R. Eo e—jko(x—L)cos(q))e—jkoysin(q)
parax> L

R (coeficiente de reflexion)

Hacemos la derivada de E,

Incident wave

Z - ddEZ _ Jko COS(q )(Eo ejko(x—L)cos(q) _R. EO e—jko(x—L)cos(q))e—jkoysin(q)
L X

Que podremos escribir de la forma:

Importante, ya no aparece 4 | o
R, (parametro que no z — (ijo cos(q )Eo lko(x-L)cos(a) _ ik, cos(q )EZ(X))e—Jkoysm(q)
conocemos a priori) dx




Problema 1D: Aplicacion del MEF

dE,
dx

— (Zlko COS(q )Eo ejko(x—L)cos(q) _ Jko COS(q )EZ(X))e—jkoysin(q) x> L

En x=L {

T ikooosa)E, 09| =2k cosa)E,

Queremos obtener la condicion que se debe cumplir justo en el lado del dieléctrico

[ E, continuo
Tenemos en _
cuenta . -] | 1 dE, : 4 '
H y = debeser también continuo
wm, | m dx

Por lo tanto: 1 de. . .
_ | g PIecosAE )| =2ikcosla)E
o -[E] m & .
| —z Ix=1" zZIx=L" x=L

| 1dE,| |1 dE _{dEZ}
moax | - | m dX |xu dx |,

(aire)



Problema 1D: Aplicacion del MEF

Ec. Dif TE

Condiciones de contorno

E, ,=0

1 dE, . _ 5
{m . T ikocoslg )EZ(X)L =2k, cosla ),

Y ademas

E, continuo

H, = — { 1 dEz}debeser también continuo
wmy | M dx



Problema 1D: Aplicacion del MEF

Resolvamos un problema genérico empleando el MEF
d d¢
g . . +Pd=f 0<z< L,
dx dz | |
Plz=0 =D

Condiciones de contorno

Ale=24+0 = Dle=z4—0

Posibles fronteras interiores

{ (]o} { dc)] (continuidad de la funcion y su derivada)
Y = | &¥—
T=Zqa+0

dx dx T



Problema 1D: Aplicacion del MEF

Identificando tenemos: .
En cuanto a las condiciones de contorno

f =E,
=0
e - L gp b=
b = ko(er msm (CI)] g:JIfocos(q)
1 q=2jk, coslq ),
a=
m
f=0

Una vez resuelto el problema, se puede obtener el coeficiente de reflexion:

E,(L)=(E-RE)
por lo tanto

_ EZ(L) B E0
EO

R




Introduccion al Método de los
elementos Finitos

. R @™ 1
- O 0 ¢1 \ _/f Kllzall:l:l-_+bl|3
KZI ¢2 b2 M
< > = < > K _ M l bMI
/ ' S L)
{ 1:\’\”:)/ L J Eb;\};
[ I ——
Kow T by tq Ki+i,i = Ki,i+1_al |i+bl E
1=1---, N-1
|i
—fl.l
bl 2
v 1 it 1
bN:f ? Kii: a|—1Ii_l_|_b|—.13 + a||i+bl3
] !
b=f""t"+f.— _ _
| 2 2 1=2,---, N-1
N-1




Problema 1D: Aplicacion del MEF

. 1.0
m =2-0.1-1 _—
= 08 - nalytic TE
2 L | e FEM, 50 cells
X &
H [ =====- FEM, 100 cells
e (x)=4+(2-0.1i)-|1- 5 osp
L =
2 04f
L=5l, 2
= 02F ===
y 0.0 B 1 ! 1 1 i 1
0. 10, 20, 30. 40. 50. 60. 70. 80. 90,
6 (degrees)
Reflected wave i
M, E 1.0
= 08 b Analytical TM
B FEM, 50 cells
- = i
P & 06F - FEM.100cells
g B I
- /;
&)
o 5
= 04 ;
=} f
&
o e T
o4 02 e “-"-.__‘- '_."
Incident wave 0.0 I . ; : =S : :
0. 10. 20. 30. 40. 50. 60. 70. 80. 90.
- 0 (degrees)
b}
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Reflection Coefficient

<)) Figure 2 =
File Edt View Inset Teools Desktop Window Help
NS dS | KRR ODRLA- 3|08 D
[Coeficientes de reflexian|
TE
0.9 —— 1M pie
08f 4]
07r E
o6 Pl
r 7
05+ y ;,’ i
_,-. ,:”
04F 23 {z" -
U 3 5 o= - /J g
ozt i S 2
——.__.f:_______nx A
0.1+ e g 1
e -~
0 1 1 1 1 e ""'I/ 1 1 1
] 10 20 30 40 50 60 7o 80 a0
angula (%)
1.0
Analytical TE
0.8 - y
--------- FEM., 50 cells
0.6 —====- FEM, 100 cells
0.0 i B9 1 1 1 1 3 1
0. 10. 20. 30. 40. 50. 60. 70. 80. 90.

0 (degrees)

()

-

)| Tigure 1 - O
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
DNEES b Q0D EL- Q0D
: [Ez| y [Hz| para 60°
— E=|
081 —— Hal 1
08} /1
g
0T 2
06t Vi -
'
.
05 - i
v—’/ -~
04+ . /-'" - 4
o -
03t - T 4
P i
’\."ﬂ" - .
02t f-- o B
\Jf\; * e i
n1fv'ﬁq;\{\\ AN .
0 L ! " ; L f
0 1 1.5 2 25 3 KRS 4 45 5
*({lambda)
1.0
Analytical TM
= 0.8 |
2 seseese FEM, 50 cells
= 3
[ Tem1 '
= mme==e  FEM, 100 cells 4
8 0.6
O £
2 04f 4
154 !
L&
=
7]
4
i : 1 [ 1
0. 10. 20. 30. 40. 50. 60. 70. 80. 90.
0 (degrees)
(b}
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03
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02

01

09

08
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06

05

04

03

0.2

0.1

Problema 1D: Aplicacion del MEF

|Ez]| para theta=50°

I mur=2-1i*0.1; |
L. epar=4+(2-1i*0.1)* (1-x/L) ."2; 4

/‘//
L S 4

.-//
o~ >> Lamina 1D TE
i /v_fjv Coeff de Reflexion (R) es:
I N__N,\_,N'f’ -0.4584 - 0.0061i
NV e
6 05 1 15 2 25 3 35 4 |R| es:
#lambda)
0.45844
|Ez| para theta=60°
[ mur=2-1i%0.1; |
I epsr=4+(2-11*0.5)* (1-x/L) ."2; A
L //./’ -
//’
///// >> Lamina 1D TE

[ ////////// Coeff de Reflexion (R) es:
i -0.4582 - 0.00871i
0 05 1 15 2 25 3 35 4 IR| es:

0.45829

039
03
07
06
05
04
03
02

01

#lambda)

>> Lamina 1D TE transparente
Coeff de Reflexion (R) es:
-0.4582 - 0.0089i

IR|
0.45828

es:

|Ez]| para theta=50°
I mur=2-1i*0.1;
L epsr=4+(2-1i*0.1) *(1-x/L) ."2;
L //f
b= /

.

" ./'/’f’
L __HJ--"'IF’
.——‘—_'__—___ﬂ-’-'_-
0 ds ; 15 2 25 i 33 i 43
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09

08

0.7

0.6

05

04

03

02

01

|Ez| para theta=60°

del MEF

mur=1;
- epsr=1.5"2; =
L 1 1 | | | L L 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45

x(lambda)

>> TE transparente EcFresnel
Coeff de Reflexion (R) es:
-0.4202 + 0.00001

R ecuaciones de Fresnel es:
-0.4202



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

Comenzaremos empleando el médulo mas general, en el que plantearemos
nosotros mismos las ecuaciones a resolver.

Select Physics Review Physics Interface

e Crafficient Form PN ()

% ACDC Dependent Variables
I Acoustics
72F Chemical Specics Transport bicld e me: 4
| loa: Trarster Nurmber of dependent variables: 1
@ Plasma
= Radic Frequency
A o Mathernalics
4 2u POL Interfaces
20 Coelflicienl —orm Dz (o)
2 Genaral Form PDF (o)
“u Wave Form PDC (wahw) v

Sa Weh Form PTIF (w)

LDependent variables: ¥

“u Lgwer Dimensions Units
A0 00k and DAE Interfaces i i
i 10k and JAE Interface Depenclent variable quantity
f-f Optimization and Sensitivity T g s
Dimensionless (1)

Source tramn euantity

Mione

72 Classizal POls

Aclded physics intarfaces:
Uil

mh-2

20 Coefficent Form PDF (o)

Kernowve

Space Dimnension @ Sludy
Help 6 Cancpl |\/ Mome

B o



roblema 1D: Resolucion emplean
el COMSOL

Select Study

4 "ot Preset Studies

'-I-l, Eigenvalue

| Stationary

Y% Time Dependent
I e Custom Studies

Added study:
Staticnary
Added pliysics inlerfuzes:

AU Coeffident Form PDE (20

@ Physics
Ielp 9 Cancal |T__|/ Done

Stationary

The Stationary swucly is used when field variables do not change over time,

Examples: In eleciremagnetics, it is used to compute static electric or

agnielic fields as well as direct currenls, Inhsal bansle used lo

carnpule the mnperabhme feld al theondl equilibimn, nesalid mechanics, i
is usad o compute deformations, stressas, and sains at static
eguilibrium, In fluid flow it is used to compute the steady flow and
pressure fields. In chemizal specias transport, it is used to compute steady-
state chemical composidon in sieady flows. In chemical reactions, it is used
Lo cornpule the dhimmizal cormposiGon gl equilibiioom ol @ reacling sysLom.

It is also possible 1 compute several solutions such as a number of load

cases, o Lo bradk the nonlinear response Lo 3 slowly varying load.




Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

o Show equation assuming:
4 L Coefficient Form PDL (¢)

#— Coefficient Form PDE 1 Study 1, Stationasy T
=]

gy 1 o
. i;[ic;IF\I’l:;uas 1 e""g;g + d"g_tt‘ +V(-cVu-au+ty)+f-
Frd Equation View
A\ Mesh 1
4 "t Study 1

i' - Step 1: Stationar«zi Diffusion Coetticient

= Resulls 1
Absorption Coefficient
4 |6 I
¥ Source Term
fo m?
= fici
V. (-cVu-au+g)+b-Vu+au= f el
€ 0 s2m
Ecuacién genérica que ¥ Damping or Mass Caefficient
resolvera el COMSOL d, 1 o/?

e,=d,=0



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

Queremos resolver Ec. Dif TE

8x(ml(x)8szj+ koz(er (x)—l)sinz(q )jEZ =0

Comparando con la ecuacion del COMSOL:

a=g=b=f=0 V:(-cVu-au+g)+b-Vu+au=f

!

~d,(cou)+au=0

Identificamos:



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

¢ Qué ocurre con las condiciones de contorno?
Condiciones de contorno de nuestro problema
)
EZ‘X:O - O

L:) ddliz + jky cosld )Ez(x)lL = 2jk, coslg )E,  . | ;

En COMSOL ’

Z‘X:O -

— Dirichlet Baundary Candition 1 : ) ~ ) :
Ty - p 2 [ Owernde and Conlnbulion
% Equadon View

A Mesh 1 ¥ Ltguation
A " Sludy 1 ) }
= btep 1: btationaly ShOW ECUAaTIoNn assuming:
I Resulis Study 1 Stationary
u=r

Frecc-on = H
¥ Dirichlet Boundary Condition

[] Hrezaibed value of u

roo L



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

1 dE, . _ 5
{m . T ikocoslg )EZ(X)L = 2jk, coslg )E,

En COMSOL

— Flux/Source 1

quation View [ Override and Contribution

4 95 Study 1 ¥ Equation
|~ Step 1: Stationary

& Results Show equation assuming:

Study 1, Stationary
-n-(-cVu-au+y)=g-qu
v ad

n= —X n= X =§
<€ o
x=0 X=L [05XU+CIU]X:L7 =9
Identificamos:

q= jk,cos(q)
g= 2jkocos(q)Eo



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

Algunos pasos

)

"I Parameters Name  Expression Value Description
C.-- Materials ? L 5 5
4 — Component 1 (com

— P o okl k0 2*pi 6.2832

= Definitions

- theta 60 60
Geometry 1

: Materials thetaR theta .{deg] 1.0472 rad
4 2u Coefficient Form PDE (¢) aur 2-0.1% 2-0.1i

%— Coefficient Form PDE 1 EO 1 1

&~ Zero Flux 1
D T LI B R |



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

der v & | Settings

I

* R [y ] z
Model Bui

= ey alml g Analytic
4 @& Lamina_1D_TE.mph (root) lewl Plot [58 Create Plot
4 ) Global Definitions
P: Label: permitividad
Pi Parameters
= Materials Function name: epsr
4 — Component 1 {comp1)
4 = Definitions v Definition
fix)
o permitividad (epsr) .
=l_p o Expression:  4+(2-0.1%)*(1-(/L))"2
LL] View 1]
/A Geometry 1 Arguments: X
i Materials

A o Derivatives: Automatic v
4 Lu Coefficient Form PDE (c)

I ®— Coefficient Form PDE 1
%~ Zero Flux 1

Periodic Extension

b B Initial Values 1 v Units
— Dirichlet Boundary Condition 1 5
— Flux/Source 1 Fauments:
i Equation View Function:
A\ Mesh 1
4 ~® Study 3 > Advanced
Parametric Sweep v  Plot Parameters
Step 1: Stationary
- ) . )
P [T Solver Configurations Argument Lower limit Upper limit
4 {& Results 0 s
X

& Data Sets
4 3 Derived Values

885
e-12

. Bm



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

Ao
|\\'-a" '| L C (:

Builder
L ® v =1

i

| o
4 @ Lamina_1 D_TE.mph (root)
4 () Global Definitions
i Parameters

=/ Materials
4 — Component 1 (comp1)
4 = Definitions

|ch permitividad (epsr)|
I__] View 1

4 5 Geometry 1
| Interval 1 (i7)

Form Union (fin)

= Materials
4 LU Coefficient Form PDE (¢)
©— Coefficient Form PDE 1
®— Zero Flux 1

v ¥ | Settings

Interval
terva

¥ Build Selected * & Build All Objects

Label: Interval 1

¥ Interval

Number of intervals: One
Left endpoint: 0
Right endpoint: L

¥ Selections of Resulting Entities

[] Create selections

None

New



Problema 1D: Resolucion em

larmirtes T TEormpsh frosest]

Global Definitions

Fi Parameisms

A W aterials

Ll Conniponent 1o i)

4 = Oefinitions

itividact fepsr

a 4 Gaometry 1
Interval 147}
=l Form Unian (fin)
# Materials
4 ~u Coefficient Form PDE (¢)
#— Coefficient Form PDE 1
- Zero Fiux 1
E— Initial Values 1
* Dirichlet Boundary Condition 1
* Flux/Source 1
bt Equation View
. Mash 1
4 "5 Study 3
arametric Sweap

Step 1: Stationary
™= Solver Configurations
4 & Results

@ Data Sets
4 5 Derived Values
R
4 ¥ Tables
=t

Table 1

el COMSO

tlorm PLE

#nl Forni M7= 1

Override and Contribution

* Equation
Show equation assuming:
Study 3, Stationary
o

e_,gt—g+d;—+'C’-t—cVu—au+]/!+ﬁ-\7u+m=f

dt

gl
T

w Diffusion Coefficient
€ /mur

¥ Absorption Coefficient

ym?

aaf

Graph

eando

0 0.5 1 15 2 2.5

Progress Log Table1

COMSOL 5.1.0.145

License will expire in 10 days

Opened file: Lamina_1D_TE.mph

Number of degrees of freedom solved for: 2001 {plus 2 internal DOFs).

35

4s
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4 W larnina 17 T mph fraot)
4 (3 Glohal Definitions

Fi Paraim

1%

& Waterials

[EECE S I

% oy 1

* hnterval 1 (i

1l Form Union (fin)
# Materials
Coefficient Form PDE [c)
Coefficient Form PDE 1
» Zero Flux 1

Initial Values 1

+ Dirichlet Boundary Condition 1

* Flux/Source 1
+" Equation View
Mesh 1
i Study 3
188 Parametric Sweep
Step 1: Stationary
™= Solver Configurations

4 & Results

4 Data Sets
+ Derived Values
R

P& Tahles

el COMSOL

Label:  Fhux/Soonee 1
Roundary Selactian

Selection: | Manual

Override and Contribution
¥ Equation
Show equation assuming:
Study 3, Stationary
-n-(-cVu-au+yl=g-qu
d

V:a-;

* Boundary Flux/Source

9 2*i*k0*cos(thetaR)*ED

¥ Boundary Absorption/impedance Term

9 i*k0*cos(thetaR)

Lim

Craphics
a G. e

I S M =

0 0.5 1 15 2 2.5 3 35
Messages Progress Log Table 1
COMSOL 5.1.0.145

License will expire in 10 days.
Cinenad file: lamina 11 TE.moh

4.5
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4 % Lamina_1D_TEmph froot)
4 (2 Global Definitions
Parameters
i Materials
Component 1 fcomp1)
- Study 3
18 Parametric Swee
Step 1: Stationary

" Solver Configurations

Data Sets
4 5% Derived Values
%R

4 % Tables
HE Table 1
a 1D Plot Group 1
= Line Graph 1
4 1D Plot Group 2
! Table Graph 1
= Export
Reports

@ Lamina_10_Ik.mph {root)

rl

Global Nefintions

Paramztars
= Materials

— Camponent T feomp )

“eb Study 3

marnelic Sweep

Step 10 Stationary

= Solver Configurations

= desulls

Mata Sets

5 Darived Values

= Evaluate *
label: R
¥ Data

Data set:

Parameter selection

Selection
Selection: | Manual
E ‘

Active

+ Expression
Expression:
abs((u-E0)/ED)
Linit:

el COMSOL

Al

= Compute (* Update Selution

label:  Paramatric Sweap
*  Study Settings

Sweep typrs | Spedfied combinations

L1
Paramater name Parameter value list Parameter unit
thota o | range{D,1,90)
~* 8 { 5
@ a M v ¥ . «EEE o ™
Study 3/Solution 1 «| 3]
Al
= 5.
0 0.5 1 15 25 3 3.5 45

Messanes  Proaress lon | Tahls 1



Lamina_1D_TE.mph - COMSOL Multiphysics (Trial version)

Matedials  Physics  Mesh  Study  Results | 10 PlotGrowp 1 | ]
b KO N B S G
}islngtull 2 10 Animation
Image -
- | Attributas Export
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help -"!
Graphics ¥
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Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

Y1 T™

o

H=H,(xye"2

efxfx“z}ay(efx)

k1 = k0\/ m.€,,
k, =k sin(q)

L L

=k, cog(q)

H.(x, y)= (Ho elah) L R e—jklx-<x—h2))e—1k1y~y



Problema 1D: Resolucion empleando

el COMSOL

ki se conserva: k;,

1 1 5
0 o.H 0 o,H H =0
X(er(X) X zj_i_ y(er(x) y zj+k0m z

|

1 2 kiy
o, —a,H ~ W IH,=0
e, X(er(x> ‘ ZH‘%”‘ er<x>j Z
En COMSOL Identificamos:
-0, (cou)+au=0 u=H, C:%

a=—(k§m—k“j

e

r



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

Respecto a las condiciones de Frontera

En las interiores el COMSOL aplica: _
Esto hace que las integrales de contorno

n- ([CVu —_au+ 9]1 _ [CVu —_au+ 9]2) -0 internas se anulen (Condicion Natural)

En este caso eso implica:

ue no es mas que exigir la continuidad de E
1atz = 1atz Q X J Y
€ 1 € 2

r r

Llatz} = jweoEy

Ademas por construccion H, es continua en los nodos



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

Ahora aplicaremos condiciones mixtas en ambos extremos , 1 (x=-h3) y ultimo nodo (x=h,)

En X:h2 H Z(X’ y) — (HO ejklx-(x—hz) IR HO e—jklx.(x—hz))e—jkly.y

dH,
dx

— Jklx [HO ejklx'(x_hz) _ R H0 e—jklx'(X—hz)]e_jkly'y

Se puede escribir:

dH_ . : (X ) ko
z 4 H =2 H el (x hz)e JKayy
dX Jklx z Jkix 0
Enx=h;
H, . -
|:ddXZ+Jk1tz} :ijleO EnXth
x=hy
=) 1de+Jk1xH :2jk1x
e, dx e ] . e

H, y{lﬁtz} Son continuas



Problema 1D: Resolucion empleando

el COMSOL

En COMSOL

n=xX
1

° __54:__iax|_lz_k(qk1z:] =g
Ear x=h;

Identificamos:

gzzjkixHo

ri
a=j

E%l

Queremos que:

Enx=h,

{1 dH, .

e, dx

Ky

€

o
x=h;

Ky

E%l

H,




Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

En este extremo pretendemos que la onda pase
sin reflejarse (“transparencia”)

Enh3 \
Fnxh — < """ ’
H,(x y)=t- H, el g g

83 £. ‘91
j :faseacumulada ’
de B Jk H h3 h2
dX 3x" "z

=

|:dHZ_jk3tzi| =0
dx -



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

En COMSOL

n=-—

e

r

¢ X{_laxHﬁqHz} =g
x=—h3

. ueremos que:
Identificamos: Q 9

|:dHZ_ jk3tz:| =0
g :0 dX X=—h§

-k
q=Je3X
r3



Problema 1D: Resolucion empleando

el COMSOL

Veamos un ejemplo concreto
J

| , =550Nm
e =4

e,(Ag) =-12.922-0.477-i

e,=225
m =1

h, =50nm
h, = 200nm



Problema 1D: Resolucion empleando
el COMSOL

Name Expression Value Description
Imb 550 [nm] 5.5E-7Tm
epsi 4 4
eps2 -12.922-0.4777i -12.922-0477i
eps3 2.25 2.25
mur 1.0 1
h2 50 [nm] 5E-8 m
h3 200 [nm] 2E-7Tm
k0 2*pi/lmb 1.1424E7 1/m
k1 kO*sqrt(mur*eps1) 2.2848E7 1/m
k2 kO*sqrt(mur*eps2) (7.5782E5-4.1...
k3 kO*sgrt(mur*eps3) 1.7136E7 1/m
theta 30 30
thetaR theta [deg] 0.5236 rad
k1y k1*sin(thetaR) 1.1424E7 1/m
k1x sqri(k1/2-k1y"2) 1.9787E7 1/m
k3y k1y 1.1424E7 1/m
k3x if(k3/2-k3yA2<0,-sqrt(k3A2-k3y~2),sqrt(k342-k3y A 2)) 1.2772E7 1/m
HO 1 1
[l VIEW |
PR, Eeometry 1 Left endpoint: 0 m
“ Interval 1 (i7) Right endpoint: -h3 m
| Interval 2 (i2)

| Form Union (fin) ¥ Selections of Resulting Entities



4 4 plasmon_TM_3valperdidas.mph (roat)
4 ) Global Definitions
¥ Parameters
() Materials
4 — Component 1 (comp T}
I E Definitions
b Geometry 1
& Materials
4 “w Coefficient Form PDE ()
7 Coefficient Form PDE 1
B Zero Flux 1
B Initial Values 1
- Flux/Source 1
— Flux/Source 2

i A Mesh 1
4 " Study 3
188 Parametric Sweep
[~ Step 1: Stationary
I ™ Solver Configurations
4 & Results
I i DataSets
£ Derived Values
i Tables
~* 1D Plot Group 1
~* 1D Plot Group 2
‘#" Table Graph 1
B Export
5 Reports

4 @ plasmon TM_3valperdidas.mph froot)
4 () Global Definitions
¥ Parameters
(i Materials
4 — Component 1 fcampT)
I = Definitions
N Geometry 1
i Materials
4 & Coefficient Form PDE (¢
B Zero Flux 1
®— Initial Values 1
— Flux/Source 1
— Fhue/Source 2
= Coefficient Form PDE 2
I A Mesh 1
4 v Study 3
14t Parametric Sweep
|~ Step 1: Stationary
I ™. Solver Configurations
4 8 Results
I Data Sets
1% Derived Values
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